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Abstrak 
 
Hubungan antara Differensial dan Integral adalah integral sebagai anti 
turunan atau kebalikan dari keturunan. Misalnya , jika diberikan suatu fungsi f(x) 
maka dapat ditentukan turunan dari fungsi F(x) yaitu 
dF(x)
dx
 . Sebaliknya dapat 
dijumpai permasalahan mencari fungsi asal yang turunannya telah diketahui. 
 
Kata kunci : Hubungan Differensial dan Integral 
 
I.  PENDAHULUAN 
Pada bab ini akan dibahas cabang penting dari kalkulus yang merupakan 
efisiensi kebalikan dari turunan yaitu integral. Jika ditinjau dari kata kerjanya 
yaitu mengintegrasi , maka diketahui bahwa integral memiliki dua pengertian , 
yaitu menyatakan jumlah dari atau keseluruhan dari dan mendapatkan suatu 
fungsi yang turunannya telah diketahui . Kedua pengertian integral tersebut akan 
dibahas dalam bab ini. 
 
II. INTEGRAL SEBAGAI ANTI  TURUNAN 
Misalnya,  jika diberikan suatu fungsi f(x) maka untuk suatu kepentingan 
tertentu dapat ditentukan turunan dari fungsi F(x) tersebut yaitu 
𝑑𝐹(𝑥)
𝑑𝑥
 . Sebaliknya 
tidak jarang dijumpai permasalahan mencari fungsi asal yang turunannya telah 
diketahui. Misal, tentukan fungsi F(x) yang memiliki turunan :  
f(x) =  
𝑑
𝑑𝑥
 F((x)) = cos x.  
Jawab  : 
F(x) = sin x adalah salah satu jawaban dari pertanyaan tersebut karena 
𝑑 𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑑𝑥
 = 
cos x. Dalam hal ini kita sebut F(x) sebagai anti turunan dari f(x). Akan tetapi, 
ternyata masih terdapat banyak fungsi yang turunannya adalah cos x. Perhatikan 
beberapa fungsi turunannya adalah cos x berikut ini . 
F(x) = sin x - 1 
F(x) = sin x + 4 
F(x) = sin x + 1,5 
F(x) = sin x + 2𝜋 dll 
 
Jadi, fungsi – fungsi tersebut juga merupakan anti turunan dari cos x, 
yang membedakan adalah suku konstantanya. Dengan demikian, yang menjadi 
jawaban paling tepat dari pertanyaan tersebut adalah F(x) = sin x + c dengan c 
adalah konstanta sembarang. 
 Jadi, dapat disimpulkan bahwa satu fungsi memiliki anti turunan lebih 
dari satu dan himpunan/kumpulan dari semua anti turunan f(x) disebut integral tak 
tentu dari f(x) terhadap x.  
Untuk selanjutnya, kita cukup menyebutnya integral dari f (x) terhadap x. 
Secara simbol ditulis ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 dengan : 
1. ∫ adalah notasi integral 
2. f(x) adalah integran yaitu fungsi yang diintegralkan 
3. dx adalah diferensial integrator yaitu kepada variabel apa kita akan 
mengintegralkan 
4. F(x) +  c adalah hasil dari proses pengintegrala dengan c adalah konstanta 
integrasi 
 
 
III. RUMUS-RUMUS INTEGRAL 
Berdasarkan definisi integral tadi dan rumus dasar turunan fungsi, maka diperoleh 
rumus-rumus dasar integral sebagai berikut : 
 
1. ∫ a dx = ax + c  , a = konstanta 
2. ∫ xn dx = 
1
𝑛+1
 xn+1 + c  ,  n ≠ -1 
3. ∫ ex dx = ex + c 
4. ∫ ax dx = 
ax
ln a
 + c  ,  a positif 
5. ∫
1
𝑥
 dx = ln|𝑥| + c 
6. ∫ sin x dx = - cos x + c 
7. ∫ cos x dx = sin x + c 
8. ∫ sec2 x dx = tan x + c 
9. ∫ cosec2 dx = - cot x + c 
10. ∫ sec x tan x dx = sec x + c 
11. ∫ cosec x cot x dx = = - cosec + c 
 
 Selain ada beberapa rumus integral untuk fungsi yang tidak terdapat pada 
rumus dasar tersebut yang nantinya dapat dicari dengan teknik integrasi. 
 
12. ∫ tan x dx = ln  |sec x| + c 
               = - ln|cos x| + c 
13. ∫ cot x dx = ln  |sin x| + c 
               = - ln|cosec x| + c 
14. ∫ sec x dx = ln|sec x + tan x| + c 
               = -  ln|sec x + tan x| + c 
 
15. ∫ cosec x dx = ln  |cosec x - cot x| + c 
                  = -  ln |cosec x + cot x| + c 
             = ln |tan 
1
2
 𝑥| + c 
16. ∫ 
𝑑𝑥
𝑎2+ 𝑥2
 = 
1
𝑎
 arc tan 
𝑥
𝑎
  + c  ,  a = konstanta 
17. ∫ 
1
√𝑎2− 𝑥2
 = arc sin 
𝑥
𝑎
 + c  ,  a = konstanta 
 18. ∫ 
𝑑𝑥
𝑥√𝑥2− 𝑎2
 = 
1
𝑎
 arc sec |
𝑥
𝑎
| + c  ,  a = konstanta 
  
Kebenaran dari rumus – rumus dasar tersebut dapat dibuktikakn dengan 
mengingat bahwa integral adalah anti dari turunan. Maksudnya jika diketahui ∫ 
f(x) dx = F(x) + c, maka untuk membuktikannya cukup dengan menunjukkannya 
bahwa 
𝑑
𝑑𝑥
 (F(x) + c) = f (x). 
 
 
IV. SIFAT LINIER 
 
Jika a konstanta sebarang dan f(x), g(x) adalah sebarang fungsi dalam x maka : 
 
1. ∫ a f(x) dx = a ∫ f(x) dx 
2. ∫ {f(x) + g(x)} dx = ∫ f(x) dx + ∫ g(x) dx 
  
 
Semain kompleks suatu integran, tentunya tida cukup bila kita 
mengandalkan rumus-rumus dan sifat linier integral saja. Untuk itu, dibutuhkan 
teknik-teknik pengintegralan yang akan dipelajari pada teori selanjutnya. Sebagai 
catatan, setelah dikuasai semua rumus, sifat dan teknik integrasi, kita akan dapat 
menyelesaikan integral dari berbagai fungsi secara analitis dengan hasil yang 
eksak, tetapi masiha ada beberapa fungsi khusus yang pengintegralannya tidak 
dapat dilakukan secara analitis, melainkan harus menggunakan metode numerik 
atau metode lain yang akan dipelajari pada cabang matematika yang lebih lanjut, 
seperti     ∫ ex2 dx, ∫(sin x) (ln x) dx dan lain – lain.  
 
V. TEKNIK INTEGRASI 
 
Teknik integrasi adalah suatu teknik yang digunakan dalam 
pengintegralan fungsi yang dilakukan dengan mengubah bentuk integran ke dalam 
bentuk yang terdapat pada rumus dasar integral. Ada banyak teknik integrasi yang 
dapat dipakai untuk menyelesiakan suatu persoalan integral. Dalam materi ini 
akan dibahas beberapa teknik integrasi antara lain substitusi, sifat-sifat aljabar dan 
trigonometri serta teknik-teknik yang umum digunakan dalam text book bagi 
seorang engineer. 
 
V.1. MENGUBAH KE BENTUK DASAR SUBSTITUSI 
 
Misalnya diberikan persoalan integral ∫ f(x) dx, dimana integral dari 
fungsi integrannya tidak dijumpai pada rumus dasar integral, maka pada teknik 
substitusi ini dilakukan suatu transformasi (substitusi) variabel x ke variabel lain 
(misalnya variabel t) sedemikian hingga ∫ f(x) dx = ∫ g(t) dt, dimana ∫ g(t) dt 
terdapat pada rumus dasar integral. Selain mentransformasi variabel, juga harus 
dilakukan transformasi diferensial integrator dari dx menjadi dt. Untuk 
mendapatkan hubungan dx dan dt dapat diperoleh dengan menurunkan x terhadap 
t. 
 
 V.2. TEKNIK INTEGRASI DENGAN MENGGUNAKAN OPERASI 
ALJABAR DAN IDENTITAS TRIGONOMETRI. 
 
Operasi aljabar yang dimaksud dalam teknik integrasi ini adalah 
melengkapkan kuadrat, pembagian dan perkalian bentuk 1. Sedangkan identitas 
trigonometri yang tercantum pada bab sebelumnya. 
Melengkapkan kuadrat digunakan untuk menyelesaikan integral yang 
integrannya mengandung bentuk fungsi kuadrat ax2 + bx + c dengan a,b, dan c 
adalah konstanta dan tidak terdapat rumus dasar integral. Dengan demikian, salah 
satu teknik yang dapat digunakan adalah dengan mengubah bentuk kuadrat 
tersebut menjadi kuadrat sempurna. 
ax2 + bx+ c =(x + 
b
2a
)
2
+ (
𝑏2- 4ac
4a
) 
 
 
V.3. TEKNIK INTEGRASI UNTUK INTEGRAN FUNGSI 
TRIGONOMETRI. 
 
 Dalam pembahasan ini integrannya berupa fungsi trigonometri yang 
berbentuk : 
i. sinmx cosnx 
ii. tanmx secnx 
iii. cotmx cosecnx 
iv. sin mx cos nx 
 
Untuk integran berbentuk sinmx cosnx dapat digunakan substitusi sebagai berikut : 
1) Jika m gasal, maka gunakan substitusi t = cos x 
2) Jika n gasal maka gunakan substitusi t = sin x 
3) Jika m genap dan n genap , maka digunakan identitas trigonometri :   
sin2x = 
1-cos2x
2
  ,  cos2x = 
1 + cos2x
2
 
 
V.4. TEKNIK INTEGRASI UNTUK INTEGRAN FUNGSI IRASIONAL 
Misalnya integran mengandung fungsi irasional √𝑓(𝑥)
𝑛
 dengan f(x) fungsi 
linier, f(x) = ax + b, a dan b konstanta maka untuk menyelesaikannya dapat 
digunakan suatu substitusi sedemikian sehingga menjadi fungsi rasional. 
Catatan : dari langkah 2 ke langkah 3 pada penyelesaian tersebut, dikerjakan 
operasi pembagiannya dulu yaitu : 
 
t2 + 2  ) 
𝑡6-2𝑡4+4 𝑡2-8
𝑡8
 
t8+2𝑡6
−2𝑡6
 - 
-2t6- 4𝑡4
4𝑡4
 - 
4t4+ 8𝑡2
−8𝑡2
 - 
-82- 16
16
 - 
 
 V.5. TEKNIK SUBSTITUSI TRIGONOMETRI 
Misalnya, integran mengandung salah satu bentuk irasional √a2- 𝑥2 , 
√x2- a2 dan √a2+ x2 dengan a suatu konstanta sembarang. Pada teknik ini 
dilakukan substitusi trigonometri sehingga bentuk irasional menjadi bentuk 
rasional. Substitusi trigonometri untuk bentuk irasional di atas adalah sebagai 
berikut : 
 
Bentuk Substitusi 
√a2- 𝑥2 x = a sin t 
√x2- a2 x = a sec t 
√a2+ x2 x =  a tan t 
 
 
V.6. TEKNIK INTEGRAL PARSIAL 
 Jika kita dihadapkan pada persoalan integral yang tidak dapat diselesaikan 
dengan teknik – teknik yang dipelajari tadi kita dapat menggunakan teknik 
integral parsial. Teknik ini didapat dengan  mengintegralkan rumus turunan hasil 
kali dua fungsi. 
Misalnya u = u(x) dan v = v(x) fungsi yang diferensiabel di x,  
 
  
𝑑
𝑑𝑥
 uv = u 
𝑑𝑣
𝑑𝑥
 + v 
𝑑𝑢
𝑑𝑥
 
 
 Atau u 
𝑑𝑣
𝑑𝑥
 = 
𝑑
𝑑𝑥
 uv - v 
𝑑𝑢
𝑑𝑥
 
 
 Dan ∫ (u 
𝑑𝑣
𝑑𝑥
)dx = ∫ (
𝑑
𝑑𝑥
 (uv)) dx  -  ∫(v 
𝑑𝑢
𝑑𝑥
)dx 
 
Sehingga persamaan terkahir dapat ditulis sebagai berikut : 
 
Teknik Integral Parsial 
 
 ∫ u dv = uv - ∫ v du 
 
 Untuk menggunakan teknik integral parsial perlu diperhatikan beberapa 
hal berikut : 
1. Penggunaan teknik ini adalah menyatakan integran dalam dua bagian, bagian 
yag satu sebagai u dan sisanya bersama – sama dengan dx sebagai dv. 
2. Saat melakukan langkah 1 tersebut, pilih bagian dv yang dapat diintegralkan. 
3. Perlu dipertimbangkan bahwa ∫ v du tidak lebih sulit dari ∫ u dv. 
 
Integral pada ruas kanan dibawa ke ruas kiri  sehingga : 
 ∫ ex sin x dx + ∫ ex sin x dx = - ex sin x + c 
  2 ∫ex sin x dx = - ex cos x + ex sin x + c 
  ∫ ex sin x dx = ½ ( - ex cos x + ex sin x ) + c 
 
 V.7. TEKNIK INTEGRASI DENGAN MENJADIKAN INTEGRAN 
FUNGSI PECAHAN PARSIAL 
 Misalnya integran berbentuk ∫
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dx dengan P(x) dan Q(x) adalah fungsi 
polinomial/suku banyak dalam x dengan derajat P(x) lebih kecil daripada derajat 
Q(x). untuk menyelesaikan persoalan tersebut, integran harus dinyatakan sebagai 
jumlahan dari pecahan parsial. 
 Dalam hal ini kita perlu menguraikan Q(x) dalam faktor – faktor linier 
dan/atau faktor – faktor kuadrat definit positif/negatif. Secara ringkas langkah – 
langkahnya sebagai berikut : 
 Jika diketahui ∫ 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dx dengan P(x) dan Q(x) adalah fungsi polinomial / 
suku banyak, maka : 
1. Periksa derajat P(x) harus lebih kecil dari derajat Q(x) 
2. Uraikan Q(x) dalam faktor – faktor linier dan/atau faktor – faktor kuadrat 
definit positif / negatif. 
- Jika Q(x) terdiri atas faktor linier tak berulang/berlainan. Misalnya Q(x) 
dapat difaktorkan seperti bentuk berikut : 
Q(x) = (a1x + b1)(a2x + b2)............(anx + bn) 
Maka 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dapat dinyatakan sebagai pecahan parsial berikut : 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 = 
𝐴1
(𝑎1𝑥 + 𝑏1)
 + 
𝐴2
(𝑎2𝑥 + 𝑏2)
 + ........... + 
𝐴𝑛
𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛
 
- Jika Q(x) mengandung faktor linierberulang. Misalnya Q(x) dapat 
difaktorkan seperti bentuk berikut : 
Q(x) = (a1x + b1)
n (a2x + b2) 
Dimana faktor linier (a1x + b1) berulang n kali dan (a2x + b2) faktor linier 
tak berulang, maka 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dapat dinyatakan sebagai pecahan parsial berikut 
: 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 = 
𝐴1
(𝑎1𝑥 + 𝑏1)𝑛
 + 
𝐴2
(𝑎1𝑥 + 𝑏1)𝑛−1
 + ........... + 
𝐴𝑛
(𝑎1𝑥 + 𝑏1)
 + 
𝐴𝑛
(𝑎2𝑥 + 𝑏2)
 
 
- Jika Q(x) memiliki faktor – faktor kuadrat definit positif/negatif yang tak 
berulang/berlainan. Misalnya Q(x) dapat difaktorkan seperti bentuk 
berikut : 
maka 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dapat dinyatakan sebagai pecahan parsial berikut : 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 = 
𝐴1𝑥 +  𝐵1
(𝑎1𝑥2 + 𝑏1 𝑥+ 𝑐1)
 + 
𝐴2𝑥 +  𝐵2
(𝑎2𝑥2 + 𝑏2 𝑥+ 𝑐2)
 + ........... +  
𝐴𝑛𝑥 +  𝐵𝑛
(𝑎𝑛𝑥2 + 𝑏𝑛 𝑥+ 𝑐𝑛)
 
 
- Jika Q(x) mengandung faktor – faktor kuadrat definit positif/negatif yang 
berulang. Misalnya Q(x) dapat difaktorkan seperti bentuk berikut : 
Q(x) = (a1x
2 + b1x + c1)
3 (a2x
2 + b2 x + c2) (b3x + c3), 
Dimana faktor a1 x2 + b1 x + c1 adalah faktor kuadrat definit 
positif/negatif yang berulang 3, a2x
2 + b2 x + c2 adalah faktor kuadrat 
definiti positif/negatif yang tak berulang dan  9 (b3x + c3) adalah faktor 
linier yang tak berulang , maka 
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 dapat dinyatakan sebagai pecahan 
parsial berikut :  
𝑃 (𝑥)
𝑄 (𝑥)
 = 
𝐴1𝑥 +  𝐵1
(𝑎1𝑥2 + 𝑏1 𝑥+ 𝑐1)3
 +  
𝐴2𝑥 +  𝐵2
(𝑎2𝑥2 + 𝑏2 𝑥+ 𝑐2)2
 + 
𝐴1𝑥 +  𝐵1
(𝑎1𝑥2 + 𝑏1 𝑥+ 𝑐1)
+ 
𝐴5
𝑏1 𝑥+ 𝑐3)
 
 3. Tentukan nilai dengan cara menyamakan penyebut kedua ruas 
4. Selesaikan integralnya 
Ada dua hal penting yang perlu diperhatikan dalam menyelesaikan soal-
soal integral, yaitu satu soal integral kadang kala membutuhkan lebih dari satu 
teknik integrasi dan dalam penyelesaian tidak pernah ada suatu urutan tertentu 
teknik mana yang digunakan terlebih dahulu. Jadi kedua pernyataan tersebut  
sangat penting bagi kita untuk menguasai seluru teknik secara menyeluruh dan 
bagaimana mengintegrasikan seluruh teknik tersebut. 
 
VI. KESIMPULAN 
 Jadi , dapat disimpulkan bahwa satu fungsi neniliki anti turunan lebih dari 
satu dan himpunan dari semua anti turunan f(x) disebut integral tak tentu dari f(x) 
terhadap x. 
 
DAFTAR PUSTAKA 
Gilmer, R, 1986. Zero Divisors n Commutative Rings, The American 
Mathematical Monthly Washington. 
Grimaldi, Ralfh P, 1989. Discrete and Combinatorial Mathematics , An Applied 
Introduction Addison Wesley Publishing Company , New York. 
Hungerford, T.W, 1984. Algebra, Springer – Verlag, New York. 
Serge Lang, 1981. Linear Algebra, Addison – Wesley F’ubli,Co. 
 
